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den hintereinanderliegenden Elementen eiiies selben Stroms; 
2) dic Reaction der materiellen Theilchen, die von dem 
Strom zur Bildung des klcincn V o 1 t a ’ schen Funkenstroms 
fortgerissen werden; 3) die A4usdehnung des umgebenden 
Gases. 
Man kann diese Trennkraft des Vo 1 ta’schen Funkens 
experimentel nachweisen, wenn man ihn am Ende eines 
kleinen metallenen Hebels erregt, der horizontal urn eine 
durch seine Mitte gehende Vcrticale bemeglich ist. Iin Mo- 
ment, wo der Funke entsteht, sieht man diefs Ende lebhaft 
abgestofsen. Der Effect ist betrschtlich starker, wenn er 
zwischen zwei etwas grofsen Flschen stattfindet , und auch, 
wenn sich zwischeii ihnen ein Korper in geringer Menge 
befindet, der durch seine Verfluchtigung im Stande ist, das 
Volumen und die Dauer des Funkens zu vergrofsern, z. B. 
ein Tropfchen Quecksilber. Ich beabsichtige tibrigens die- 
sen Versuch iin Vacuo und in verschiedenen Mitteln zu 
wiederholen. 
XV. Ueber p i n  Instrument zur Erleichterurrg der 
numerischen Anwendung der Methode cler kipinsten 
Quadrate und zur Controlhung der nnch diesel- 
Methode erhaltenvn Resultate; 
oon Y; B u n i a k o w s k y .  
(Bull. phys.  math. rle /’mad. de St. Petersb. XVlI, 289.) 
D i e  Rechner wissen aus Erfahrung, wie miihsain und be- 
schwerlich die numerische Anwendung der Methode der 
kleinsten Quadrate in den meisten Fallen ist. Um ~ o i i  den 
Bedinguiigsgleichuiigeli zu den Endgleichui~gen des Pro- 
blems zu gelangen, inufs man die Quadrate und Producte 
verschiedener Zahlengruppen bilden und sie darauf summi- 
ren, was im Allgemeinen zu sehr weitlzufigen Rechnungen 
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AnMs gieht. Und das ist noch nicht Alles: Nachdein man 
das gesuchte Zahlenresnltat gefundeii hat, schwebt inan mei- 
stens in dcr Bcsorgnifs irgend einen Fehler begangeii zu 
habeii , welcher zu grofs ist, uin vernachlassigt werden zu 
k o~inen. .. 
Diese Betrnchtungen habeii inich veranlafst zu suchen, 
ob  es nicht intiglich sey, niittelst eines Instruments voii ein- 
facher Constniction die beiden numerischen Hauptaufgabeii 
der Methode der kleinsteii Quadrate graphisch zu losen, 
namlich: 1) die Bildung der Quadrate einer Reihe won Zah- 
Zen und die Summirung dieser Quadrate; 2 )  die Bildung 
der Producte aweier Fuctoren und die Summirung einer 
Reihe dieser Producte. Das Instrument, welches ich die 
Ehre habe der Akadeinie vorzulegeii, entspricht bis zu ei- 
nein gewissen Punlit dein Zweck, welcheii ich mir vorge- 
setzt hatte. Es lost niit Schnelligkeit und hinreichender 
Genauigkeit die zwei erwiihnten Problenie, weiiigstens zur 
Controle der directen Rechnungen. W e a n  dieser Theil 
der Arbeit, welcher am meisten zu Fehlern Anlafs giebt, 
mit Hiilfe des Instruments controlirt ist, setzt inan die 
Rechnuiigen init grofscrem Vertrauen fort, uin die End- 
gleichungeii aufzuliisen, urn den Wertli des Gewichts des 
Resultetes wid die tibrigen Elemente herzuleiten, welche 
man bei Anwendung der Methode der lrleinsten Quadrate 
auf die Berechnung von Beobachtungen in Betracht zieht. 
Die Grond - Idee des hesagten Instruineiits ist ungemein 
einfach. Die Beschreibung desselhen und die Anweisung 
zu seiner Gebrauchsweise, welcbe wir sogleich geben wol- 
len, wird zeigen, dafs es blofs auf den1 Pythagoraischen 
Lehrsatz begrundet ist. 
Fig. 15, Taf. IV  stellt das Instrument vor I), welches 
mail, wegeii seiner Gestalt und Bestiinmung sumnairendes 
Winkelmaafs ( dquerre sornmatrice) nenneii kiinnte. Seiue 
Hauptstiicke sind zwei kupferne Lineale ab und c d ,  das 
erstere ist ungef~hr 10 Zoll engl. lang, das letztere 8. Das 
1 ) Die Iinearen Dinlensionen dieser Pigirr siod ein Drittel vou denen des 
Inctrunients, 
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Lineal c d  ist fest uiid ruht auf einem Holzbrett A M ;  da- 
gegeii ist a b frei verschiebbar langs einer prismatischeii 
Leiste, nach der Rechten und der Linken, in winkelrech- 
ter Richtung auf c d ;  mail kaiin es aber auch inittelst einer 
Klemmschraube i fest stellen. Jedes dieser Lineale ist rnit 
einer Scale versehen; das erstere a b  ist in 165 gleiclie 
Theile getheilt, das zweite in 110. Mittelst der beiden Ver- 
niere k und 1, von denen der erste am oberen Ende des 
Lineals cd befestigt, und der andere in der Nuthe aid ver- 
schiebbar ist, wird jede der Ab~heilungen in Zeliutel ge- 
theilt. So kann inan auf dern Maafsstab a b  alle ganzen 
Zahlen von 1 bis 1650 nehineii, und auf c d  alle nicht 
iiber 1100 gehendeii Zahleii. Die beiden Mikrorneterschrau- 
ben h u n d j ,  von denen die erstere sich mit dem Lineal 
a b ,  uiid die zweite init den1 Vernier 1 bewegt, sind dazu 
bestimmt, die kleinen Bewegungen mitzutheilen, welclie die 
Verniere angeben. Die Kleinnischraube i, wclche zunachst 
zur Befestigung des Lineals a b bestimmt ist, dient zugleidi 
als Stutzpunkt fur das SpieI der Mikroineterschraube h. Die 
Schraube na hat dieselbe Bestimuiung in Bezug auf die 
zweite Mikrometerschraube j .  
Aufser den beiden Linealen a b  und c d ,  giebt es nocli 
zwei andere e f  und f g ,  jedes etwa 7 Zoll lang, die in f 
durch ein Geleiik initeinaiider verbunden sitld. Das erstere 
dieser Lineale e f  ist in e drehbar uin eine Axe, die auf 
eiuer ain Lineale a b befestigten Rletallptatte winkelrecht 
ist und genau unter dein Nullpunkt der Scale a b  liegt. 
Das Ende g des zweiten Liaeals f g  ist ebenso dreh- 
bar utn eine am unteren Theile des Verniers I befestigten 
und dessen Nullpullkt entsprechenden Axe. Der Metall- 
bogen yS endlich dient dazu, uin nothigenfalls den Vs.’iii- 
kel g f e  inittelst der Klemmschraube n zu befestigeii. Wenn 
der Bogen y S  auf diese Weise befestigt ist, bleibt der Ab- 
eg unveranderlicli , was eine nothwendige Bedingung 
zum Spiel des Instrumentes ist. Das System der beideii 
Lineale ef und f g  ruht auf dein Brette LM, und das zweite 
Poggendorfi’s hnnal. Bd. CVII. 30 
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derselben, f g ,  verschiebt sich frei unter dem Lineale cd, 
wahrend die Axe bei g in der Fuge a@ sich dreht. 
Das ist die einfache Construction des summirenden Win- 
kebaafses .  Um eine Anwendung zu machen, sey ange- 
iiommcn, man wolle die Reihe der Quadrate 
a l l  ++a,2+a32+.  . . +a,* 
summiren. Man beginnt damit, die beiden Klemmschrau- 
ben i und na zu lasen, und den Vernier der Scale c d  auf 
Null, zu stellen, wozu man sich des Knopfes p bedient. 
Dann verschiebt man mittelst des Knopfes q das Lineal a b 
bis der Nullpunkt des Verniers k die Zahl a ,  anzeigt; ge- 
nauer gelangt man dahin, wenn man die Mikrometerschraube 
h gebraucht, fur deren Spiel man die Schraube i anzuzie- 
hen hat. Diese Klemmschraube i mufs jedenfalls angezogen 
werden, um die Lage des Lineals a b  zu befestigcn. Hier- 
auf verschiebt man, mittelst des Knopfes p ,  den Vernier 2 
in der Fuge a@, so dak der Nullpunkt desselben die zweite 
Zahl a, angiebt, wozu man genauer mittdst der Mikrome- 
terschraube j gelangt , die man wirken Iafst , nachdem die 
Klemmschraube na angezogen ist. Es ist iibrigens klar, dafs 
die angezeigte Bewegong des Knopfes p kein Hindernifs 
erfshrt, weil die beiden Lineale ef  und f g  vermbge der 
Einrichlung sich frei um die drei Axen bei e, f, g drehen 
kdnnen. 1st diefs geschehen, so befestigt man mittelst der 
Klemmschraube n den Winkel e f g  und last die Klemm- 
schraube i. Alsdann verschiebt man mittelst des Knopfes q 
und des Endes f den Knopf p kngs der Fuge a@ in die 
Hbhe bis zuin Nullpunkt der Scale und zieht die Klemm- 
schraube i an, um a b  zu befestigen. Der Vernier k giebt 
dann offenbar die Llinge a, + a ,  * an. Wenn man hier- 
auf, nachdem die Scbraube n gelbst worden, die Lange a3 
auf die Scale des Lineals cd auftragt, und genau wie vor- 
hin verfahrt, so wird die zweite Angabe des obereil Ver- 
nier seyn 1/ a, a, + a2 + a ,  2 ,  und sofort bis zur letzten, 
die gleicb ist: 
1/ a ,  + a z 2  +aa2  +. . + a, 2 .  
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Quadrirt man die Zahl dieser letzten Angabe, so be- 
kolnmt man die gesuchte Summe a , 2 + a , z + a , 2 t . . + a , ~ .  
Die Summe der Producte zweier Factoren, wie: 
a ' h ' + a * h * + a 3 h, -1- . . . a, h. 
kann rnittelst desselben Instruments auf folgende Weise er- 
halten werden. Gesetzt man habe: 
a , > h , ,  a , > h , ,  a , > h , .  .. a,>h,, 
so berechnet man zunlchst die Halbsuminen und Halbdif- 
ferenzen 
a l + h l  a,+& a. + b  
2 ,  2 * * .  2 
c_- 
Erivagt man nun, dafs 
a ,  h ,  =(_1_2_)' a + h  - (-1.) 1 - - h  ? 
. . . . . . . . . .  
und summirt diese Gleichungen, so hat man: 
Jede der beiden Suininen 
erhalt man, wie gezeigt worden ist, init Hiilfe des Instru 
inents und einer Erhebung ins Quadrat. Der U~lterschied 
der beiden so erhaltenen Quadrate reprasentirt die gesuchte 
Summe a , h , + a , h , - i - a , h 3  ... a,h.. 
Aus dem Bisherigen ersieht man, wie niitzlich das sum- 
mirende Winkelmads bei der nuinerischen Berechnung der 
vortheilhaftesten Resultate seyii kann. Zwar kann das hi- 
strument, so wie ich es von dem Mechanikus Hrn. A lb  r e c h t  
babe ausfiihren lassen , nur zur Summirung der Quadrate 
30 * 
4 68 
von Zahleii von weiiiger als vier Ziffern dienen; allein in 
vielen Fallen ist diese Granze geniigend, und fur die Zahlen, 
welche dieselben uberschritten , wurde das Instrument ge- 
niiherte Resultate geben, die wenigstens zur Controle der 
vorwiegendsten unter deli durch directen Calciil erhaltenen 
Zablen dienen klinnten. Die Kenntnifs der approximativen 
Resultate in diesem Fall wird sicher nicht erinangeln nutz- 
lich zu seyn. Noch ist zii bemerken, dafs man, wenn man 
die Ordnung der Addition der Quadrate andert, mittelst 
des summirenden WinkeImaafses mehre Werthe der ge- 
suchten Summe erhalt, inan also, wenn man daraus das 
arithmetische Mittel nimmt, dem richtigen Werth noch naher 
komint. Soweit eignet sich das Instrument zu wiederholten 
Probell, was einen seiner Vorziige ausmacht. Um eine Idee 
von dem Genauigkeitsgrade zu geben, den man durch wie- 
derholte Proben erreichen kann , bringe ich hier folgendes 
Beispiel bei, wo ich die Operation nur drei Ma1 vollzo- 
gen habe. 
Es handelte sich darum, die Quadratwurzel aus der 
Smnme folgender zehn Quadrate zu ziehen: 
123' -I- 175l +2102 + 253* + 3002 
3- 3302 + 4822 + 5232 + 5102 + 67J2 
Die Operation, in dieser Ordnung vollzogen, gab fiir 
Bei der zweiten Probe vertheilte ich die Zahlen folgen- 
5401 + 210* -t 3302 -I-523* + 1232 
4- 253' + 3007 + 6742 + 482?- + 1752 
die gesuchte Wurzel die Zahl 1265. 
dermafsen : 
und fand die Zahl 1266 fur die gesuchte Wurzel. 
net wie folgt : 
Bei der dritten Probe endlich waren die Quadrate geord- 
6 7 b 2 t 2 5 3 *  +5402+3302 3-2102 
+ 1 7 V  +5232+4822+3002 +1232 
und ieh erhielt zuiu Resultat 126.1. 
Das arithinetische Mittel aus diesen drei, unter sich sehr 
wenig verschiedenen Werthen , ist 1265, welches von dein 
richtigen Resultat (1266,6. .) nur in der vierten Ziffer ab- 
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weicht. Mithin hatte bei diesem, gaiiz nach Zufall gewahl- 
ten Beispiele der Fehler nicht inehr als etwa & des rich- 
tigen Resultats betragen. Ich mufs noch hineufiigen, dafs 
ich die drei partiellen Resuitate ohne den Gebrauch der 
Mikroineterschrauben gefunden habe. 
Zu bemerkeii ist, dais weiin es unter den Zahlen, deren 
Quadratsumme bestiunnt werden sol], einige zu hleine giebt, 
die z. B. die Granze 100 nicht liberschreiten, es bequemer 
ware bei ihnen eine Scale anzuwenden, die ein Vielfaches 
von der des Instruments ware, z. B. ein Doppeltes, Drei- 
faches . . . Zehnfaches; in diesem letzteren Falle miifste man 
iiehmen 100 Theile fur 10, 200 fur 20, 300 fur 30 u. s. w. 
Auf diese Weise wiirde sich die totale Operation aus 
zwei partiellen zusammensetzen, aus einer fur die kleinen 
Zahlen, und einer fur die grofseren. Man vereinigt beide 
so erhaltenen Resultate, indein inan die eine der Wurzeln 
auf die Scale des Lineals a b  uiid die andere auf die des 
Lineals c d  bringt. Vert&hrt man dann, wie oben gezeigt, 
SO gelangt man zum Endresultat. Uebrigens wird der Ge- 
brauch des Instruments selbst, iiber das man verfugen kann, 
sehr bald Iehren, was dazu beitrage die Operationen mit 
demselben abzukiirzen und zu erleichtern. 
Wenn die Anzahl der zu summirenden Quadrate zu 
grofs ware, so dafs die Scale des Lineals a b nicht ausreichte, 
urn die QuadratwurzeI ihrer Summe anzugeben, so wiirde 
man diese Zahlen in Gruppeii zu theilen, und tnit jeder 
besonders zu verfahren haben. Die partiellen Resultate 
koniiteii dann mittelst des summirenden Winkelinaafses ver- 
einigt werden, indem man eine reducirte oder submultiple 
Scale anwendete , z. B. eine sub - doppelte, sub - dre i fach 
W i r  scbliefsen diesen Aufsatz init der approximativen 
Berechnung der Fehlergrsnze, die aus der Ui~vollkommen- 
hcit des Instruments entspringen kann. Gesetzt dieses sey 
absolut gennu und man suche den Werth der Wurzel 
v a , 2 + a 2 1 .  Man wird a ,  = p c  (Fig. 16, Taf. IV) auf 
die Scale des Lineals a 6 auftragen und a, = c q  auf die 
u. s. w. 
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Scale des Lineals c d ;  wir nehmen an, dafs der Winkel a c d  
genau eiri rechter sey, und p c  und c q  genau die Zahleii 
a, und a2 reprasentiren. In dieser Hypothese wird die 
Angabe des Instruments, welches die Llnge p q mittelst des 
System der beiden Liiieale ef  und f g  auf die Scale von 
a b  iibertrlgt, ganz genau s e p  und die gesuchte Wurzel 
\i a, +a, vorstellen. Allein die Unvollko~nrnenbeit des 
Instruments giebt nothwendig zu Fehlern Anlat, welche wir 
auf drei reduciren kiinnen. Bernerkeii wir zuvihderst, dafs 
wir statt des wahren rechtwinklichen Dreiecks c p q  ein an- 
deres schiefwinkliches erhalten ; sey cp'q' dieses fehlerhafte 
Dreieck. Die drei Fehler werfen sich: 1) auf den Winkel 
bei c, welcher, statt strenge ein rechter zu seyn, von ihm 
abweicht uin eine gewisse G r a t e  6 = qcq' ,  und folglich 
gleich ist 90° + 6; 2) statt der wahren Lange p c = a ,  haben 
wir eine andere c p ' = a ,  + E ,  und 3)  statt der wahren Lange 
c q = a ,  eine falsche cq'= a ,  ts,. Der Fehler 6 beim 
Winkel entspringt zunachst daraus, dafs das Lineal ab sich 
niclit ganz winkelrecht gegen c d  verschiebt , dann daraus, 
dafs die Punkte p' und q' nicht genau entsprechen, der 
erstere dem Nullpunkte der Scale ab, und der zmeite dem 
Nullpunkte des Verniers des Lineals c d .  Diese letztere Ur- 
sache, nebst den kleinen und unverrneidlichen Ungleichheiten 
in der Theilung der Scalen und den Fehlern in der Beob- 
achtung selbst, wird auch die Fehler e l  und E ,  erzeugen. 
Reprbentirt nun m den bei Bestiminung der Lange 
-___ 
p q = Y o , "  +az2 
begangenen Gesammtfehler, so wird derselbe offenbar gleich 
seyn dem Unterschiede -C (pq -p'q'): allein das Dreieck 
cp'q' giebt 
inan hat also, wenn inan nur die ersten Potenzen der Febler 
beriicksichtigt : 
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Entwickelt mail die Wurzelgbfse unter Beibehaltung 
blofs der ersten Potenzen von E , ,  E ,  und 3, wie eben zu- 
vor, so hat man 
Das irt der sehr einfache kusdrrxck ftir den gesuchten 
Fehler, abgesehen von seineln Zeichen. Sehen wir jetzt, 
was etwa seine Granze seyn kijnnte. Zu dem Elide er- 
wage man, dafs das Lineal ab Iangs einer am Lineale c d  
festsitzenden prismatischen Leiste verschiebbar ist, und dafs 
iiberdiefs die Axen bei e und g (Fig. 15, Taf. IV) vorher 
so aiigebracht sind , dafs sie init mbglichster Genauigkeit 
den Nullpunkten entsprechen, die eine dem an der Scale ab, 
die andere dem am Vernier l. Auf diese Weise kann of- 
fenbar der Fehler 6 des Winkels nur unmerklich seyn. 
Gesetzt sogar, er ginge bis zu einem Viertelgrad, so wird 
man beinahe haben: 
a=.&@= 3151 0,0043.. . 
Anlangend die Fehler E ,  und E ,  , so wird man sicher 
die Unvollkommenheit des Instruments ubertreiben , wenn 
man annimmt, dafs dieser Fehler bis zum Fiiuftel einer un- 
mittelbaren Abtheilung der Scale11 beider Lineale gehen 
k6nne; allein dieses Funftel entspricht zwei Ganzen d. h. 
zwei vom Vernier angezeigten Theilen. Man wird also 
E ,  = E ,  = 2 nehmeii und somit haben: 
I Z(a,+a,)+-n, a,X0,0043 
23- V & G F  
wenn man den ungunstigsten Fall annimmt, niimlich den, 
wo alle Fehler in gleichein Sinne Iiegen. 
Bei dem eben gefundenen Resultat haben wir abgesehen 
von dem fast uiimerklichen Fehler, welcher aus der Ueber- 
tragung der Lange p'q' auf das Lineal a b  entspringen 
kbnnte. 
Wenden wir unsere Forinel auf den Fall an, wo man 
z. B. hltte. 
a, = 300, a2 = 400. 
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Der wahre Werth der Wurzel Va, + a ,  ist 500. 
Seheii wir, welcher Fehler a bei Benutzung des Instruments 
zu fiirchten ware. Man hatte: 
< 4. 2.700+120000X0,0043 - 1916 500 500 -- ___ m= 
In dieser Hypothese wiirde sich also der Fehler nur auf 
bloke Einheiten werfen. Durch Operiren mit dem Instru- 
ment kann man sich direct iiberzeugen, dafs, bei dem an- 
gefiihrten Beispiel, der Fehler ganz unmerklich ist, und nur 
einem fast unwahrnehmbaren Bruch der angenommenen Ein- 
heit gleich kommt. 
Betrachtet man die Proben, welchen ich mein summi- 
rendes Winkelmaak (das erste Exemplar , welches schon 
dadurch keille Vollkoinmenheit beanspruchen kann) unter- 
worfen hahe, so zweifle ich nicht, dafs es einein geschickten 
Mechanikus gelingen werde, diesem Instrumente, bei etwas 
vergriifserten Dimensionen, einen hohen Grad von Geuauig- 
keit zu verleihen. Alsdann konnte es nicht allein zur Con- 
trole schon qemachter directer Rechnungen dienen, sondern 
auch zur Ausfuhrung des mtihsamsten The& dieser Rech- 
nungen angewandt werden, wenigstens' wenn die Coefficien- 
ten der Elemente in den Bedingungsgleichungen eine gewisse 
Granze nicht iiberschreiten. 
